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1. Calcular o;.

Sea 1 un estado del espacio de Hilbert L% en la representacion de posiciones

—00,00)?

x) =/ —e” (1)
Queremos calcular la incertidumbre en p:

op =\ (P2) — (p) (2)

Empecemos por el cdlculo méas simple; (p). En la representacién de posiciones, el opera-
N . . A 329 .

dor p es proporcional al operador derivada; p = —ih-, mientras que el valor esperado

viene dado por la expresion

0 = [ vpvds 3)
pp = —in2Y — 2ih\‘%§xe_x2 (4)

ox s
(p) = 2@71\/3 /_ O; re= Ao (5)

. , . ., _9p2
Podemos usar un argumento de simetria para decir que, como la funcién xe 2*" es

Primero calculamos p)

impar y el intervalo de integracién es simétrico esta integral vale cero. Lo cual es
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correcto, aunque primero deberiamos comprobar que la integral es convergente, cosa
que se puede demostrar facilmente. Por lo tanto (p) = 0.
Para calcular el valor esperado de p? podemos proceder de la siguiente forma:

() = | vitvde (6)
Dado que el operador p es hermitico, podemos reescribir esta expresion como

(%)= [ writpede = [~ (puypede= [ [pofds ™)

Donde lo tinico que hemos hecho es utilizar una propiedad del producto escalar
[y ode = [o(Av) do = ([ ¢ Avda) = [0 Alods )

Simplemente definiendo el estado ¢ = py y haciendo A= p obtenemos la ecuacion (7)
Por lo que finalmente nos queda

o0 2 [o© 2 2 [ 2
<Z32> = / pY|* dz = 4712\/»/ e dx = 8h2\/>/ r?e™* dx 9)
oo 7)o 7 Jo

Haciendo un cambio de variable y = x>

2 [0 2 (L)
(p*) = 4712\[/ yre ™ dy = 4712\[(23) = I (10)
™ Jo T™ 22

00 |
/ P dy = - (11)
0

Yque%!z@

Con todo esto podemos calcular o,

o5 = /(%) = h (12)

Que junto con el calculo de Javier o; = % vemos que se cumple el principio de indeter-
minacion de Heisenberg.



2. Particula en un aro

2.1. Demostrar que el operador 0 es hermitico.

Primero tenemos que entender como actia el operador 0 sobre los estados del espacio
de Hilbert |¢). El espacio de Hilbert en este caso es el espacio L[QO,QW}. En este caso
podemos usar la resolucién de la identidad I = [™|#) (A] df para escribir

vy = [ 16 ) a0 = [ w(6)16) VRas (13)

Donde hemos definido ¥ (6) como %. Si consideramos ahora el operador 6, actiia
como

A N 2m 2m
01) = d11w) = [ 010) 01wy a0 = [ VRO(0)16) a0 (14)
Con lo que, multiplicando por (0| (y cambiando la variable de la integral)

0] |v) = /0 T ROW(O) (010 A0 — /O VRO — 0) a0 = VRIL(©O)  (15)

Comparando esto con el hecho que (f]1)) = VRy(6) observamos que el efecto del
operador 0 es multiplicar por el valor 6. Para que 6 sea hermitico tiene que cumplirse
que <<¢\ 0 ]¢)> = (¢| 0 1) Apliquemos lo que ya sabemos, asumiendo que 6 es real:

*

(Wl016))" = (wldr1e)) = [ wldley i) ao = [~ 6u@)o@7 R0 (16)
Por otra parte
610w =l = [ 0l Gl ao= [ ss@)rv@)Ra  (7)

Dado que ¢(#) y 1(0) son funciones, conmutan y las dos expresiones resultan iguales.
Demostrando que 6 es hermitico.

2.2. Calcular o5y o

Si consideramos el estado |1), que tiene las siguientes propiedades:*

wm:¢%w, L) = A1) (18)

'En este ejercicio defino los estados |#) ligeramente distinto a como lo hace Javier, por lo que estas
propiedades son ligeramente distintas. En concreto si queréis las expresiones que obtiene Javier solo

tenéis que multiplicar |6) por v/R.



Empecemos por oy, calculemos primero

N ~ ~ 2 R
<®=GMH%4HMHU=A (116) (8]0 16") (8'|1) A6 de’ (19)
1 2 : ’ 1 27 1 2 47T2
_ 1 —i(0—6") o r_ _ — [p2 _
27r/0 0e 50— 0')dodo 27T/0 va0=—[0?] === (0
N N 2T R
(%) = (1] 0* 1) = i (1|6) (6] 62 |0 (¢'|1) A6 Ao’ (21)
— i o 2 ,—i(6—0") _ /
= 27r/o 02100 5(0 — ') Ao 46 (22)
- 1 2m 9 o 1 3727 B 87‘(’3 - 477]'2
_27/0 9d9_67{9}0_6ﬁ_ 3 (23)

o5 = <§2> - <é>2 =\— —-7?=— (24)

Calculemos ahora o
(L) = (1 L. [1) =h(1]1) =R (25)

(L2) = (1 L2[1) = K* (1[1) = 1? (26)

Por lo que 0; =0

2.3. Principio de indeterminacién de Heisenberg

Queremos comprobar si se cumple que el principio de indeterminaciéon de Heisen-
berg, Javier nos dice que {9, LZ} = th, por lo que el principio de indeterminaciéon nos

dice que
1 /14 & 1, h
Pero usando los resultados de la anterior seccion o; = 0y 05 < oo, por lo que
obtenemos la ecuacion 5
0>7 (28)

Que, evidentemente es una contradiccion.



2.4. ;Qué esta pasando?

Para entender qué estd pasando, vamos a ver dos puntos de vista, uno mas fisico,
y otro mas matematico.

Fisicamente, el principio de incertidumbre de Heisenberg, nos dice que es imposible
conocer con total exactitud dos magnitudes, que cuanto més precision tengas en la
medida de una magnitud, menos precision podras obtener en la medida de la otra. En
nuestro caso, al tener un estado propio de L. conocemos con total precision el valor
de L., lo que se traduce en no tener absolutamente ni idea de el valor de 6. En el
caso de una variable que pueda tomar cualquier valor real, como la posicién eso se
traduce a una incertidumbre infinita, pero en caso de una variable que esté limitada
en el intervalo [0, 27] el no tener ni idea se traduce en una distribucién de probabilidad
uniforme en todo el intervalo, es decir que la probabilidad de encontrar la particula con
un angulo entre 6 y 6 + df no depende del valor de 6. ;Como calculamos esto? Pues
precisamente esta informacién nos la da la cantidad WE- En este caso

w0) = O = et — = (20)

Pero esto no explica porque la formulacién matematica de el principio de incertidumbre
de Heisenberg nos lleva a una contradiccion, la razon es que hemos usado que {0, Lz} =
th, como parece logico, pues la demostracion es bastante simple:

A 0 o0

10, L.]v = (—m)eag’ + z’h(a;”) — —ihOY + ik (Y + 00) = il (30)
Esta demostracién de hecho es equivalente al caso de la posicion y momento, pero en
este caso es incorrecta! La razén es justamente que 0 no esta definido en toda la recta
real, como z, sino que solo estd definida en un intervalo [0, 27], esto nos lleva a tener
que vigilar a la hora de derivar. Queremos imponer que toda funcién de onda cumpla

que (0 + 2m) = 1(0), esto tiene que cumplirse también para () = 6%, entonces
O (0) V(0 +e) —y(0—¢)

b SV Tt
00 el}(l)lJr 2e

Esto en el intervalo (0, 27) da el resultado esperado de 1. Pero si evaluamos este limite
a 0 = 0 obtenemos

WO _ gy WO g em @)y 1 g

00 o—g 0T 2¢e 0+ 2e e—0t 2¢

(31)

2Lo que nos generaliza la funcién 6 a toda la recta real.



Donde he usado la propiedad impuesta antes ¢)(—¢) = ¢(2r —e) = 2w —e. Recordando
que una forma de definir la delta de Dirac es

, 5 silz]<e
Podemos afirmar que )
opo)
50— 1 —270(0) (34)
Y, con esto
16, L.]w = (—in) g‘éﬂ ih (a;b) —ihfy + ik [(1 — 278(0)) v + 6¢']  (35)
=il (1 - 2m6(0) Y = [0, L.] = ih(1 - 275(0)) (36)

Entonces
(Wl [0, L.] 1) _m/% (1—276(0) ¥R A0 = ih (1 - 2nRW(0)F) =0 (37)

Donde he usado el resultado obtenido en la ecuacién (29). Ahora si, si volvemos a mirar
la ecuacién (27) observamos que el principio de Heisenberg no da ninguna contradiccion.
Restableciendo asi el equilibrio en el universo.

El camino seguido en este razonamiento es el de definir las funciones ¢ solo en el
intervalo [0, 27] y extenderlo luego a toda la recta real imponiendo (0) = (0 + 27).
Otro camino equivalente seria es de suponer que v puede estar definido para todos los
reales pero solo son validas aquellas que cumplan la condiciéon antes dicha, en este caso
el principio de incertidumbre falla porque resulta imposible definir el operador é, pues
debido a que 0 no es una funciéon periddica, al multiplicar cualquier funcién periddica
por 6 obtenemos una funciéon no periddica, y por lo tanto, una funcién que no es valida.
Asi pues el teorema no se cumple, pues solo es aplicable a operadores que transforman
funciones validas en otras funciones también validas.



